EXERCICE SUR STRUCTURE FINE :

Soit I'électron d’un atome hydrogénoide de nombre quantique n=3.

a)

b)

d)

e)

f)

Donner 'expression de I’énergie En associé en fonction de o, m. et c2.

Réponse : E3=- am.c*/2 * (1/3?)

Donner I'expression du Hamiltonien non relativiste Hy de cet électron « piégé » par

le potentiel coulombien de son noyau de charge Z.

Réponse : HO=Ec+ V(r) = p*c*/2mc*-Ze*/r

Combien d’état propre |n,l,ml,s,ms> de Hq peut-on trouver pour cet électron. Donner
la notation spectroscopique associée. Quelle est la dégénérescence du niveau n=3
dans ce cas.

Réponse : n=3;1=0,1,2 ; s=1/2 ms=+/-1/2

[3,0,0,1/2 ;+/-1/2>; [3,1,{0; 1 ; -1} ;1/2 ; +/-1/2>, [3,2, {-2; -1, 0 ;1 ;2},1/2,+/-1/2>
Dans cette description il y a donc 18 vecteurs de bases 1 niveau d’énergie soit
dg=18.

Notation spectroscopique : 3s, 3p, 3d

Dans cette description qu’elle serait I'énergie du photon émis lors du passage de
I’électron de 3s a 3p ? est acceptable ? Quelles sont les corrections dites de structure
fine doit-on apporter a notre Hamiltonien pour lever compléetement ou partiellement
la dégénérescence. (donner uniquement le sens physique de chaque interaction de
structure fine et non leurs expressions)

Réponse : Elle serait nulle ! car En=3-En=3=0 puisque En ne dépend que de n. Ceci
n’est donc pas acceptable. Il faut donc rdaffiner le modéle en introduisant les
corrections du régime faiblement relativiste ainsi que [interaction spin-
orbitale. Voir la structure hyperfine.

Quelle est la taille de la matrice associée |'ensemble de ces opérateurs
de structure fine ?

Réponse : Il y a pour n=3 soit 18 vecteurs de bases donc la matrice associée a
H=HO+Wf+Whf sera de 18x18.

Donner une expression générale en notation de Dirac des éléments de la sous-
matrice de I"hamiltonien H=HO+W(StructureFine) dans le cas des états associés a n=3
et I=1 (3p) dans la base choisie en dans la question c. La matrice obtenue est-elle
diagonale justifier.

Réponse : les éléments de matrice s’écrivent :

<3,1,ml’,1/2,ms’ | HO+Wf+Whf|3,1,ml,1/2,ms>. La matrice n’est pas diagonale a
cause de lI'introduction du moment J=L+S et donc d’un nouveau nombre quantique
associée a l'interaction Spin-orbitale.



Corrigé du probleme

1 L’état fondamental de ’atome d’hélium

1. (a) Le nombre quantique ¢ est associé a l'observable IAJ2, on L =7 x 1%’ est 'opérateur

3.

4.

moment cinétique orbital de 1’électron. Les résultats possible d’une mesure de L2
sont h20(£ + 1) avec £ entier positif ou nul. Le nombre quantique m est associée & L..
Les résultats possibles d’une mesure de L, (¢ étant fixé) sont mh, ou m est entier
compris entre —¢ et +/£.

Vi

Ta

b) La partie orbitale de I'état fondamental s’écrit 11 o o(7) = Ce=47/% avec C' =
( p 0,

=W

C’est un état de moment cinétique nul, a symétrie sphérique.
(c) Cet état a une énergie —Z2Er avec Er = mee/(2h?) et une taille ~ a;/Z.
(a) Dans cette approximation d’électrons indépendants, ’hamiltonien s’écrit :

~2 2
. ) . . 2
H=H+H avec H=2Li =
2me 7

(b) On obtient le niveau fondamental de 'atome en mettant chaque électron dans ’état
orbital 11 9,0 (7;) correspondant & I’état fondamental de H;. Chaque électron a I’énergie
—2meet/ 12, soit une énergie totale :

E; = —4mee /h* .

Pour satisfaire au principe de Pauli, il faut que le vecteur d’état des deux électrons soit
antisymétrique par échange des deux électrons. La partie orbitale étant symétrique,
il faut que les deux spins soient dans 1’état singulet :

L:+;2:—) — |[1:—; 2:4)
7 .

We)=|1:9100; 2:%¢100) ®

Le niveau fondamental n’est donc pas dégénéré.
(c) On trouve Ef =8 x (—13,6) = —108,8 eV.

Il faut appliquer la théorie des perturbations au premier ordre dans le cas non dégénéré.
Le déplacement du niveau fondamental du & la perturbation V' s’écrit :

2

AFE = <\I/f|‘7|\11f> :/ ’wl,O,O(Fl)F |¢1’070(’F’2) _,‘ d37“1 d37”2 .

‘2
71— 7%
On pose p; = 27;/a; et on trouve :

2
AE=2% _340ev.
4&1

A cet ordre du calcul, I'énergie de ’état fondamental est donc : £y = —108,8 4 34,0 =
—74,8 eV.

(a) L’ordre de grandeur de I’énergie d’interaction de deux dipoles magnétiques u séparés

2
par une distance d est W ~ HO B 1, distance entre les deux électrons est de I'ordre

4 d3
du rayon de Bohr a;. On a donc :

|W’ N @ q2h2
4 dm2a?



(b) En remplagant a; par sa valeur, on trouve :|WW| ~ a?e?/a;. La correction d’énergie liée
a l'interaction magnétique entre électrons est donc 10 fois plus faible que I’énergie
d’interaction électrostatique. On peut la négliger a cet ordre du calcul.

5. La mesure expérimentale (=79 eV) donne un résultat remarquablement proche de la pré-
diction de ce modele tres simple (—74,8 V). Pour aller au dela, on peut chercher a calculer
les ordres suivants de la théorie des perturbations. On peut aussi utiliser des méthodes
plus sophistiquées, consistant & évaluer pour chaque électron, le champ moyen créé par le
noyau et 'autre électron (cf. Chap. 16, § 4.6).
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